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Tópicos aBordados nos exercícios. 


* O espaço R” e suas propriedades; 

* Equação da circunferência e da esfera; 

* Domínio, imagem e gráfico de funções vetoriais; 
* Limite e continuidade de funções vetoriais; 

* Derivada de funções vetoriais; 


* Comprimento de arco. 





Conteúdos essenciais para resolução dos 
exercícios. 


* Geometria analítica; 
* Limite e continuidade de funções de uma variável; 


e Derivação e integração de funções de uma variável. 


E Métod SE Técni Cas 


* Nos seguintes exercícios utilizam-se alguns conhecimentos 
básicos de geometria analítica. 


Exercícios 1.1, 1.2 


* Efetua-se os cálculos por cada componente no seguinte 


exercício, utilizando as regras imediatas de limite. 


Exercício 1.9 
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0000 


0000 


0000 


0000 


Considere os pontos 4 = (0,1,0), B = [5 


Sl 
O = [5.54] e D = (0,0, 2). Mostre que 4, B,C, D são 
vértices de um tetraedro regular. 


V3 50) 


Encontre o ortocentro do triângulo ACD onde A = (0, 1,0), 


C= [5.-50): D = (0,0, 42). 


Construa um paralelepípedo que possua entre suas arestas 


1 
os segmentos AB, AC e AD onde 4 = (1,0,1), B = (1.2 5) 


| l 
GR [5 = 3] e D = [2 9) Faça uma representação do 
paralelepípedo no GeoGebra. 

A circunferência Cy tem equação x2 + y2 —- 6x — 8y = 0. 
Encontre a circunferência C, concêntrica a Cy de tal modo que 
exista um triângulo inscrito em Cj e que €» seja inscrita no 


triângulo. 


Encontre a equação da esfera que contém os pontos 4 = 


1 
(OO — [5-9] e D = (0,0, 42) sobre um grande 
círculo. 


Dados A(2, 1,3), B(4,1,1) e C(0,0,0), escreva as equações 


paramétricas da reta que contêm a mediana, relativa ao lado AB, 
do triângulo ABC. 


O movimento de uma partícula é tal que no instante t sua 
posição é 
P()=(1+1-2,1). 


(a) Em que instante a partícula está mais próxima da esfera 
x +y+272=1? 


(b) Qual o ponto desta esfera mais próximo da trajetória da 


partícula? 





Desenhe a imagem: 


(a) EDE ( 5) 


(b) F(t) = (e cos t,e”” sen t, e”) 








ERR Calcule: 
tan3t e —1 
(a) jm (0) onde P 9 = [5 — eh 
t> 


j Poa cos o, 
(b) lim'7(1), onde (1) e E Reco 





Calcule o comprimento da curva dada: 
(a) y() = (6 Int), te [1,e], 


(b) y(t) = (cost, sen t,e Dt e [0,7]. 


Um tanque de guerra está com seu canhão disparando 
apenas na direção frontal. Seu deslocamento ocorre segundo 
a trajetória y(1) = (t, t”) onde t é O parâmetro tempo. Em que 
instante t deve atirar para alcançar um alvo na posição P = (5, 16)? 


Uma partícula se desloca em relação ao tempo de acordo 
com a equação r(t) = (t+1, t2+5). Uma outra partícula se desloca 


segundo a reta y = 3x — A Se no instante t = 0 a posição da 


4 
constante, que velocidade deve ter para estarem simultaneamente 


1 
segunda partícula é [o 4) e está se deslocando com velocidade 


no ponto de tangência? 


Encontre o ângulo entre as curvas a(t) = (sen t,cost — 
I,cost+ 1) e b(s) = (s,s,s + 2) nos pontos de interseção. 


Utilize a fórmula da distância entre dois 
pontos no espaço. 


Lembre-se que se o triângulo é equilá- 
tero o ortocentro coincide com o baricentro. 


Logo, encontre o baricentro do triângulo. 


Considere cada aresta do paralelepí- 
pedo como um vetor e utilize isto para deter- 
minar os demais vetores (arestas) partindo de 
cada um dos pontos (vértices do paralelepí- 
pedo). 


Encontre o raio da circunferência C, 
e resolva o problema com a circunferência 
transladada para a origem. Em seguida, en- 
contre o triângulo equilátero inscrito em na 
circunferência transladada e a partir dele de- 
termine através de uma de suas arestas o ponto 
de tangência da circunferência inscrita no tri- 
ângulo. Após determinar a equação da cir- 
cunferência inscrita no triângulo, translade-a 


de volta o centro de C,. 


O triângulo ACD é equilátero e sabe- 
se que o centro da circunferência circunscrita 
coincide com o baricentro do triângulo. En- 
tão determina-se o raio da esfera e em seguida 
encontra-se a equação da esfera. 


Encontre o ponto médio de AB, e en- 
contre a equação vetorial da reta que passa 
por C e tem a direção do vetor que passa por 
estes pontos. 


A partícula estará mais próxima da es- 
fera no instante que estiver mais próxima de 


seu centro (0, 0, 0). 


Faça a representação das imagens em 
um software computacional para facilitar a 


visualização. 
Calcule o limite de cada componente. 


Utilize a fórmula abaixo para deter- 
minar o comprimento do arco de uma curva. 


b 
a [ Hr (D]] de. 


Encontre a equação para a reta tan- 
gente a curva y no ponto y(t) e em seguida 
utilize o ponto que indica a posição alvo para 
determinar t. 


Determine a parametrização ade- 
quada da reta de modo que para um mesmo 
parâmetro t as partículas se encontrem no 


ponto de tangência. 


Encontre o ponto de interseção das 
curvas e em seguida utilize a fórmula abaixo 


para determinar o ângulo entre as curvas. 


a(t) - b'(s) 
[a(o] IIb'Cs) 


cos 6 = 


EE Considere os pontos 4 = (0,1,0), B = |— 


Sl Rasa E 
250) C= [5,59] e D = (0,0,42). 


2 
Mostre que 4, B,C, D são vértices de um tetraedro regular. 


Solução: 
dAB) = (AO =(N3/D2+(1+41/2)2+02= 3 
dAD) = VI+(ND2=3 
MBC) = JV3 40 =43 


d(BD) = d(C,D) = (3/22 4 (1/22 4 (42)? = 3 
Como todas as arestas tem mesmo comprimento, as faces são triângulos equiláteros, logo o tetraedro 


é regular. 


1 
Encontre o ortocentro do triângulo ACD onde A = (0,1,0), € = [+ 5) e D = 


(0,0, 2). 


Solução: Como o triângulo é equilátero, o ortocentro coincide com o baricentro. Seja M o ponto 
médio do segmento CD. 


M = >(C +D)= (3/2112, VD) = (N3/4,-1/4, 2/9). 


Então 


AM=M-A=(N3/4,-1/4,N2/2) - (0,1,0) = (N3/4,-5/4, 2/2) 


Logo o baricentro (ortocentro) tem coordenadas 


B=A+ SAM =(0,1,0) + S(VBJá -5/4,N2/2) = (3/6,1/6, 2/3) 


1 Construa um paralelepípedo que possua entre suas arestas os segmentos AB, AC e AD 
1 no 1 
onde A = (1,0,1), B = [1,2, 5) (GR [5:53] e D' = (2 79) Faça uma representação do 
paralelepípedo no GeoGebra. 


Solução: Considere os vetores AB=B-A= (0,2,-1/2) e AD=D-A= (1, 1/4, -1). Como 


a figura é um paralelepípedo, temos os vértices restantes 


= B+AD=(1,2,1/9+(1,1/4,-1) = (2,9/4,-1/2) 

= C+A4B=(1/2,-1/,9+(0,2,-1/2) = (1/2,3/2,5/2) 
CoD do los qls de Go a) 
= G+AD = (1/2,3/2,5/9 + (1,1/4,-1) = (3/2,7/4,3/9). 


EX Qtm 
Il 


A figura é 





+ A circunferência Cy tem equação x? +y? —- 6x — 8y = 0. Encontre a circunferência C> 
concêntrica a C, de tal modo que exista um triângulo inscrito em Cj e que C; seja inscrita no 
triângulo. 


Solução: A circunferência C; tem centro (3,4) e raio 5, isto é, sua equação é (x — 3)? +(y—4)? = 
52. Vamos resolver o problema para a circunferência C de equação x? + y? = 52 e depois trasladar a 
solução de € pelo vetor (3, 4). Vamos buscar como solução o triângulo equilátero inscrito em C que 
tem como vértices 4 = (1,0), B = (5cos27/3,5 sen27/3) e €C = (5cos27/3, —5 sen27/3). 
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O ponto de tangência da circunferência inscrita é M = (—5/2,0), logo seu raio é r = 5/2. Nossa 
equação para C; é (x — 32+(y-4)2=(5/2)? 0ux?+y2 -6x-8y+75/4=0. 


S Se a 
» Encontre a equação da esfera que contém os pontos 4 = (0,1,0), C = [5 50 e 


D = (0,0, 2) sobre um grande círculo. 


Solução: Sabemos do problema 1.1 que o triângulo ACD é equilátero. Logo da geometria se 
M=(A+D)/2=(0,1/2, 2/2) então o centro da circunferência circunscrita é 


X=C+ 2cM 
: 5CM. 
Temos CM =M -C = (0,1/2,N2/2) — (N3/2,-1/2,0) = (-N3/2,1, N2/2) e assim 


«(Ds S)(ES] 
Dos MD e Na Go 





O raio é 


A equação da esfera é 


E a Dados A(2,1,3), B(4,1,1) e €C(0,0,0), escreva as equações paramétricas da reta que 
contêm a mediana, relativa ao lado AB, do triângulo ABC. 
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Solução: Temos que o ponto médio de AB é 


A+B 
2 





ES) 
A reta que contém o ponto médio e passa pelo ponto € é 
(x,y, 2) = (0,0,0) + 4(3, 1,2) 


Como queremos as equações paramétricas, segue que 


RS 
y = t 
= 


“4 O movimento de uma partícula é tal que no instante t sua posição é 


P(g)=(1+41-2,1). 


a) Em que instante a partícula está mais próxima da esfera x? + y2 +72 = 12 
q p p y 


Solução: A partícula está mais próxima da esfera no instante que estiver mais próxima de seu 


centro. A distância de um ponto da trajetória da partícula ao centro da esfera é dada por 


D=J1+)2+(1-M2+P 


O mínimo desta distância ocorre quando 


d 1 
Lt RO o 2 O 


(b) Qual o ponto desta esfera mais próximo da trajetória da partícula? 


Solução: O ponto da esfera mais próximo da trajetória é o ponto de interseção da esfera com 
To 


a reta que passa por (0,0,0) e (+ 5 a). Assim, segue que 


FR 
(x,y, 2) = (0,0,0) elo E 5) 


ou seja, 
=. 
x = gl 
2 
RR 
= 
a 
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Fazendo a interseção com a esfera obteremos 


HORA o o : 6 
o 
o ed V6G 


Portanto o ponto que desejamos é 


1 
66 


P (7,4,1) 


Desenhe a imagem: 


(a) EG) = ( ' :) 


Solução: 





(b) F(t) = (e cos t,e”' sent, e”) 


Solução: 





Calcule: 
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É 1 
(a) lim P (0), onde F (1) = (= e —— ) ; 
= 


Solução: Sabemos que 








- tan3 ; 
lim = lim3sec?t=3 
10 f 1>0 
24 
eae ; 
lim = lim2e! =92 
t>0 Íí t>0 
lim? = 0 
150 


Assim, 
-—s 
E F(t) = (3,2,0). 
= 














3 mM 
P-—-8-» Cos > 
b li F (t —s = E Po: j 
(b) lim 7 (1), onde r(t) RR + é +2tk 
Solução: Temos que 
ns BR oa 
im = lm——————— = 
=» pe o dl » pad 
lim ti = tim (5 senZ) sa 
O Re, o E: t2 t E 4 
lim2t = 4 
152 


Logo, segue que 
Ro r(t) 3,—, 


“||| Calcule o comprimento da curva dada: 


(a) y(t) = (t, Int), t e [1,e]; 


Solução: Temos que 


= Re 
E 1 
Iy DI = ads 


Logo, o comprimento de curva será 
a 1 
Ki 1 + = dt 
1 t 
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1 
Fazendo a substituição trigonométrica E tan O obteremos 


1 


e 1 arctan e” q 
[ 1 + = di - |, sec 6 cossec?9dA = K [sec O + cotgô cossec6] do 
1 í z arctan e! 


4 


= [in | sec 0 + tan 0| — cossecd) Ny 
arctan el 


Il = 
= np SAC E O 
(—] 


(b) y(t) = (cost, sen t,e Dt e TO, 7]. 


Solução: Temos que 
Y(t) = (- sent, cost, -e”) 


ly (Dl = VI + e 


Logo, o comprimento de curva será 


| VI +eZdt 
0 


t 


Fazendo a substituição trigonométrica e” = tan 0 obteremos 


x arctane”” 3 x 
0 4 1 
| VI +eld = - |, aa do = [ | +tan6sec0| do 
0 z tan O arctane-* | Send 








Zi 
4 


[im cosseco — cotgô]| + sec o] 


arctane 7 


1 vV1 —2n 
(E vaeai dinero 
+ 


| Um tanque de guerra está com seu canhão disparando apenas na direção frontal. Seu 
deslocamento ocorre segundo a trajetória y(t) = (t,t?) onde t é o parâmetro tempo. Em que instante 
t deve atirar para alcançar um alvo na posição P = (5, 16)? 


Solução: Se r; denota a reta tangente a y no ponto y(t) então 


a) =ID+AV O = LO +5(1,20) = (+, +2st). 
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Como o ponto P pertence a reta teremos r;(s) = P para algum par t e s. Resolvendo o sistema 
t+s=5et? +2st = 16 obtemos como equação para t, 


? — 10t+ 16 


que tem raízes t| = 2 et, = 8. A segunda solução deve ser descartada porque o tanque não pode 


virar o canhão para sua traseira. Logo o instante de disparo é t = 2. 


Uma partícula se desloca em relação ao tempo de acordo com a equação r(t) = (t+1,12+5). 


1 
Uma outra partícula se desloca segundo a reta y = 3x — A Se no instante t = 0 a posição da segunda 


1 
partícula é o. =) e está se deslocando com velocidade constante, que velocidade deve ter para 


estarem simultaneamente no ponto de tangência? 


Solução: Como a declividade da reta y = 3x — i é3er'(t) = (1,21), teremos que a tangência 
ocorre quando 2t = 3 out = 3/2. Logo o ponto de tangência é r(3/2) = (5/2,29/4). Considere 
p(t) = (at, 3at — » a equação da reta parametrizada tal que p(3/2) = r(3/2) = (5/2,29/4). Assim 


Spa 

neo 
É qn 
Ra 

de onde obtemos a = 5/3. Assim 

5 1 
) =[51,51- — 
p(t) [51.5 :) 


e a velocidade vetorial será v = (5/3,5) e escalar v = SVTO. 


k | Encontre o ângulo entre as curvas a(t) = (sent,cost — |,cost+ 1) e b(s) = (s,s,s +2) 


nos pontos de interseção. 


Solução: Nos pontos de interseção teremos s = sent, s = cost-1les+2 = cost+1. 
Necessariamente sen t = cost — 1. Elevando ao quadrado e substituindo sen? t = 1 — cos? t teremos 
2cost(cost — 1) = O. Também a'(t) = (cost, -sen t,-sen t) e b'(s) = (1,1,1). As soluções 
possíveis são: 

(i) cost = 1, sen t = O. Neste caso podemos considerar t = 0 e s = O no ponto de interseção que 


é P, = (0,0,2). Então a'(0) = (1,0,0) e b'(0) = (1,1,1). Portanto se 9, é o ângulo em P, teremos 


059 = COMO A 
"Caroba N3 
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(ii) cost = 0,sen t = —l. Neste caso podemos considerar t = 37/2 e s = —1 no ponto de 
interseção que é P,) = (—1,-1,1). Então a'(37/2) = (0,1,1) e b(-1) = (1,1,1). Portanto se 6, é o 


ângulo em P, teremos 
cos 8, = E CUBHCI = 
2 ae GrDbe-D V3 
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Cálculo |l 


Funções de várias variáveis 





Tópicos aBordados nos exercícios. 


* Domínio e Imagem de uma função de várias variáveis; 
e Curvas de nível; 

* Superfícies de nível; 

e Gráfico de uma função de várias variáveis; 


e Limite e continuidade de uma função de várias variáveis. 





Conteúdos essenciais para resolução dos 
exercícios. 


* Noções sobre domínio e imagem de função de uma variável 


real; 
* Construção de gráficos de função de uma variável real. 
* Limite e continuidade de uma função de uma variável; 
* Geometria analítica; 


* Geometria espacial. 
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EEE Métod SE Técni cas 


e Nas questões a seguir utiliza-se as interseções da função 
com os planos coordenados e as curvas de nível para esboçar 
o gráfico de uma função de duas variáveis. Encontrar o 


domínio e imagem da função é indispensável. 


Exercícios 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 





* Aplicação da definição de continuidade para funções de 
várias variáveis. 


Exercício 2.5 


* Continuidade em funções compostas. 


Exercício 2.6 
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—s Enunciado dos Exercioi Os 


Encontre as curvas de nível das função f(x,y) = y2 — 
e*. Faça um gráfico com as curvas de valores constantes c = 
-3,-2,-1,0,1,2,3. 


Encontre o domínio e a imagem da função f(x,y) 


Nx? + 3xy + y2. Esboce as curvas de nível de f. 
Mostre que as curvas de nível da função 
2-y 
R+y 





lr) = 


= 
são retas pela origem com declividade : — Faça um gráfico 
E 





NE 
da função g(c) = : LE É e use-o para determinar o gráfico da f. 
E 


Faça o que se pede. 


(a) Determine e esboçe as curvas de nível da função 
aa tEs 
f,y) = e do? 


e, a partir desta informação, esboce o gráfico da mesma. 


(b) Mostre que definindo f(0,0) = O a função obtida fica con- 
tínua em (0, 0). 


(c) Determine a imagem de f. 


Verifique se é possível definir um valor f(0, 0) de modo 


que 
x cos(x? — y?) 
 x4+47 


f(x) 


seja contínua em (0, 0). 


EXT A função f:R?+»Rtalque f(x,y) = (x? — ye) é 
contínua? Justifique. 
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| Suaestô Es 
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EEE Respostas 


Encontre as curvas de nível das função f(x,y) = y? — e*. Faça um gráfico com as curvas 
de valores constantes c = —3,-2,-1,0,1,2,3. 


Solução: As curvas de nível são dadas por f(x,y) = c onde c é constante. Logo y? = e* + c de 
onde 


p==Ve' +c. 
Quando c > 0, y nunca é 0, logo a curva de nível é formado por dois trechos conexos. Quando c < 0, 
teremos uma única curva com x > In(-c). 


f2 
fi 


fo 





O gráfico da função é 





Encontre o domínio e a imagem da função f(x,y) = x? +3xy + y2. Esboce as curvas 
de nível de f. 


22, 


Solução: As curvas de nível são f(x,y) = Vx2+3xy+y2 = coux?+3xy +)? = c?, com 
c > 0. Podemos escrever 


2 
Cedae (14304 (2) J==2(2-m) (E-m)=G-moG-ma) 
mo SK Pç bi 





onde m, = so = 35 


em = =5. As curvas de nível são hipérboles com assíntotas y = mix e 


y = mx. O domínio da f será dado por 


Domf =[((xy)lyz2mxey>2mxouy<mxey<mx) 








Resolvendo a equação x? + 3xy + y? = c? para y obtemos 


0 -Bx+ V5x?+4cº 
2 
que para os diversos valores de c fornecem o gráfico das hipérboles que são as curvas de nível. 


As curvas de nível com c = 0,1,2 são 


Pe 








O gráfico é 











Mostre que as curvas de nível da função 


RR 
2 + 


A — NIE 
são retas pela origem com declividade : — Faça um gráfico da função g(c) = : E E e use-o 
c 


f(,)) = 





para determinar o gráfico da f. 


Solução: As curvas de nível f(x, y) = c são dadas por x) —y? = c(x2+yº) oux)(1-c) = y(I+c) 
E RS 
MD E 
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de onde 





ou 





3/1-c 
1+c 


E us pe 
PE ES ESG 


logo é negativa em todos os pontos. Isto quer dizer que g(c) é decrescente nos intervalos ]- 00, —I[ e 


as quais são retas passando pela origem. A função g(c) = define a declividade das retas. Sua 


derivada é 





]— 1, +oo[. Quando c —> +oo temos que g(c) — —1, ou seja as curvas de nível para valores tendendo 
para infinito se aproxima da reta y = —x. Conforme o valor de c aumenta até chegarem c = —-l a 
declividade da reta diminue até chegar na reta x = O. Após este valor a declividade da reta volta a 


diminuir e quando c > oo aproxima-se de —1 e da reta y = —x. 











O gráfico tem um formato "helicoidal"com apenas um passo infinito, e deformado pela raiz cúbica: 





2 


» Faça o que se pede. 


(a) Determine e esboçe as curvas de nível da função 


Era 
fu yy=e 
e, a partir desta informação, esboce o gráfico da mesma. 
Solução: (i) De 


fwy)=e “+ =c 


obtemos I 
——— =-Inc 
x +72 
ou I 
x + y =—-— 
Inc 


Então as curvas de nível são círculos com centro na origem e raio EE Para que — Inc seja 
— Inc 





positivo, devemos ter 0 < c < 1. 








O gráfico de f é uma superfície de revolução da curva g(r) = e” a 


Alias 


0.5 


2: =2 = 1,5 El -0.5 o 0.5 1 15 2 2.5 


EO: 
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Seu gráfico então é: 





(b) Mostre que definindo f(0,0) = O a função obtida fica contínua em (0,0). 


Solução: Como lim(x,,) (0,0) = -c ee“ = () podemos definir f(0,0) = O e assim f 


=] 
x2+y2 
fica contínua no ponto (0, 0). 


(c) Determine a imagem de f. 
Solução: Como as curvas de nível estão definidas para O < c < 1 e podemos estender f em 
(0,0) a imagem de f será [0, 1). 


25) Verifique se é possível definir um valor f(0, 0) de modo que 


Coste) 
x +y? 


FO, 7) = 


seja contínua em (0, 0). 


Solução: Quando (x,y) — (0,0) temos que mv (ou seja Costv yo) O 
denominador x? + y? — 0 logo 
im fup)=—=+ 
im X, = = Era COM 
(1,7) (0,0) 7 0+ 


Assim não podemos definir f(0, 0) de modo que f seja contínua em (0, 0). 


2.6 | A função f : R? +» R tal que f(x,y) = (x? — y2)et-) é contínua? Justifique. 


Um 


Solução: Observe que as funções a, c:R? +» Reb: R+ R tais que 


PCR = E 
biz) = e 
cry) = x -=y 


são todas contínuas, pois a e c são polinomiais e b é a função exponencial. Como R = Im. € D,=R 
e a composta de funções contínuas é uma função contínua, temos b o c contínua. Como o produto 
de funçoes contínuas é uma função contínua, f = a - (boc) é contínua. 
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Cálculo |l 


DiferenciaBilidade. 





Tópicos aBordados nos exercícios. 


* Derivadas parciais e sua interpretação geométrica; 
* Planos tangentes e iproximações lineares; 
* Funções diferenciáveis e diferencial; 


* Derivadas direcionais e gradiente: cálculo e interpretação 
geométrica; 


* Regra da cadeia e o Teorema da função implícita; 





* Derivadas de ordem superior e o Teorema de Clairaut. 


Conteúdos essenciais para resolução dos 
exercícios. 


* Geometria analítica; 
e Gráfico de função de uma e de várias variáveis; 


* Derivada de uma função de uma variável e regras básicas 
de derivação; 


* Regra da cadeia para funções de uma variável; 


29 


Métodos e Técnicas 








Utiliza-se a regra da cadeia para funções de mais de uma 
variável nos seguintes exercícios. 


Exercícios 3.10, 3.11, 3.12 


Nas questões a seguir, aplica-se o teorema da função implí- 
cita para determinar o plano tangente a uma superfície. 


Exercícios 3.9, 3.15 


Nos seguintes exercícios, aplica-se o teorema da função 
implícita para calcular derivadas ordinárias e parcias de 
funções dadas implicitamente; 


Exercícios 3.13, 3.14 


Nas questões a seguir, aplica-se o teorema da função im- 
plícita para determinar o coeficiente angular de uma reta 
ortogonal à uma curva dada implicitamente. 


Exercícios 3.16, 3.18 


Utiliza-se o Teorema de Clairaut para discutir sobre a con- 
tinuidade de derivadas parciais no exercício a seguir. 


Exercícios 3.19 


30 


—s Enunciado dos Exercioi Os 


Calcule as derivadas parciais das funções: 
X+Y 
(a) f(x, 7) = ex; 
(b) g(x,)) = cos(x? + y?) 
Determine o plano tangente ao gráfico da função f(x,y) = 
xy no ponto (2,3, 6). 
Calcule as derivadas parciais f;y e fyx da função 
da 
PCs ai a 
e verifique a igualdade fi, = fyx- 


Suponha que g : R > R é uma função diferenciável e que a 
reta tangente ao gráfico de t = g(s) tem como equação t = 2s — 8 
no ponto (5, g(5)). Calcule a equação do plano tangente ao gráfico 
da função f(x,y) = g(x? + y?) no ponto (1,2, f(1,2)). 


Calcule o valor aproximado de (2, 012 + 2,993) utilizando 
a diferencial da função f(x,y) = x? + y* no ponto (2,3). 
Determine uma aproximação linear para a função 

Da 

dd 


f(w,7) = 





no ponto (—2, 1). 


FE) Dada a função f :Rº +» Rtalque f(x,y) = x2y cos(xy7), 


Õ Õ 
calcule a, De (a, 1) e interprete estes números como 
x v 
inclinações. 


Encontre uma reta normal ao gráfico da função f(x,y) = xy 
que contenha o ponto (—3, —3, 11). 


Encontre a equação do plano tangente a superfície elipsóide 
definida pela equação 2x2 + 3y? + z? = 21 no ponto (2, —2, 1). 





el 


0000 


0000 


0000 


0000 


0000 


0000 


0000 


Dada a função f(x,y) = e”, usando a regra da cadeia, 


Õ 
determine a, onde x(s,t) = +82 e y(s,t) = cos(st). 
s 


No problema anterior, substitua as funçoes x e y em f, 
dh 
obtenha h(s,t) = f(x(s,t), y(s,t)), e calcule Rê 
s 

Comparando com o resultado obtido no problema 3.10, o que 


você pode notar? 


Se z = f(x,y) tem derivadas parciais de segunda ordem 


5 BR 
contínuas, e x(u,v) =u2 +vZ e y(u,v) = 2uv, determine a" 
2 
Você consegue escrever au sem realizar cálculos. 
u 


Faça o que se pede. 


(i) A equação xº + xy + y* = 3 define implicitamente uma 
função diferenciável y = f(x) tal que f(1) = 1? Justifique 
sua resposta. 


(ii) Caso positivo, calcule f(x). 
(iii) Calcule f“(1). 


(iv) Faça o gráfico de x) + xy + y* = 3 e estime o domínio 
máximo possível para f. 


Dada a relação e”: — z = 0, determine se existe uma 
função z = f(x, y) na vizinhança do ponto (0,0) tal que f(0,0) = 
1. Caso exista, calcule as derivadas parciais —— e Er 

Ox Oy 


Encontre o plano tangente a superfície definida por 


x 


q 


> 


2) 


Ea 


[a 
O 
E 
a 


Ds 
no ponto (3,4, —5). 


Encontre uma reta ortogonal a curva definida implicita- 


mente pela função 


3x2y + sen(2y) = x 
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em (0, 0). 


Mostre que a curva y(t) = (es es) é ortogonal a todas 
as curvas de nível da função 


f(x,y) = 10- 3x2 — 4y? 
Interprete este fato geometricamente. 


Determine as equações das retas que sejam ortogonais a 
elipse 
x2+3y2=3 


é paralela a reta x — y = 7. 


Seja f: ACR? > RR de classe C?. Se A for um conjunto 
aberto, o que podemos afirmar sobre as derivadas parciais de 
segunda ordem de f? 


Determine o ponto do plano x +2y — z = 4 que se encontra 
mais próximo da origem. 


So 


Ao calcular a derivada parcial em rela- 
ção à x, considere y constante e vice-versa. 


Utilize a fórmula para o cálculo do 
plano tangente. 


Calcule a derivada parcial de f em re- 
lação a x (considerando y constante) e em 
seguida derive f; em relação a y (conside- 
rando x constante) e vice-versa. 


A partir da reta tangente ao gráfico de g 
encontre g(5) e g'(5) em seguida determine 
a equação do plano tangente. 


Utilize o diferencial de uma função z = 
f(x,y) abaixo 


dz = f(x, y)dx + fy(x, y)dy. 


E faça a aproximação linear 


f(x,y) = f(a,b) + dz. 


Use a equação do plano tangente. 


Calcule cada derivada parcial de f, 
substitua no ponto dado e faça a interpretação 
da inclinação nos seus respectivos planos. 


Utilize o vetor gradiente para determi- 
nar a reta normal ao gráfico de f. 


Utilize o vetor gradiente para determi- 
nar o plano tangente à superfície do elipsóide 
no ponto dado. 
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Utilize a equação da Regra da Cadeia 
(Caso II). Desenhe o diagrama em árvore para 
facilitar os cálculos. 


Após substituir x e y em f, derive 
parcialmente a função h(s,t) em relação a s. 


Faça diagrama em árvore para faci- 
litar o uso da equação da regra da cadeia e 
tenha bastante atenção ao realizar o cálculo 
da derivada de cada termo. 


Utilize o teorema da função implícita 
para mostrar que a equação define implicita- 
mente uma função y = f(x) e em seguida 
use a fórmula da derivação implícita para en- 
contrar a derivada. 


Verifique a continuidade das deriva- 
das parciais e utilize o teorema da função 
implícita para mostrar que existe uma função 
z = f(x,y) na vizinhança do ponto dado. 


Verifique através do teorema da fun- 
ção implícita se F(x, y, z) é diferenciável em 
(3,4, 5). Em seguida, caso seja diferenciá- 
vel, utilize o vetor gradiente para determinar 
o plano tangente no ponto. 


Use o vetor gradiente para determinar 
a equação da reta ortogonal á curva no ponto 
dado. 


Determine o gradiente de f e em se- 
guida faça a composta do gradiende V f com 
a curva y(t). 





ao 


Calcule as derivadas parciais das funções: 


(a) f(x,y) = 055; 


Solução: Temos 











(q) = 52 (212) o =D 
re dx lx-y) (x— y)? 
e 
= 2 O [x+) o Dx 
ns hero 3 
x=) (x — 7) 


(b) g(x,y) = cos(x? + y?). 
Solução: Temos 


= ») = -sen(x? + y e 0º +32?) = -sen(x? + y2)2x 


ses y) = —sen(x? +y je e +) = —sen(x? +) 22» 


3.2 Determine o plano tangente ao gráfico da função f(x,y) = xy no ponto (2, 3,6). 


Solução: Temos SI (x, yW=ye ÇA y) = x. Assim E j=3e eo, 3) = 2. Da equação 
Ox 9y 9y 


o Õ 
110,3) = o(a 2) + FE ENO -3) 


obtemos 
z-6=3(x-D+2y-3) 


ouz=3x+2y-6. 
| Calcule as derivadas parciais f;y e fyx da função 
dica a pel 


e verifique a igualdade fr, = fyx- 


Solução: Para avaliar a variação de f na direção x, devemos olhar para y como sendo uma 


constante. Assim, 


3 3 
2xe =) 4 e ye a 


f(x, 7) = a ») 


(Enc Sm | 2x)e =) 
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Analogamente, 


ô j a 
nin 5 (89) Do q vi 


Gn ara 2y)e =) 


Do mesmo modo 


Õ 5 
Pos) = E ((3xº — 3x2y? + 2x0) 
= (6) + (3x! — 3x2y2 + 20)(-3y e =) 
= (-9x!y? +9x)y! —- 6xºy — 6xy2) e) 
and 
Ely) = a (3! E 3x2y2 = 236) 
É X 


= (-6xy)e =) AL (3! E 3x2y? = 23) (3x2)e =) 
= (04) 101y 6x y- 6x0) 


Portanto fry = fyx- 


KEEU Suponha que g : R > R é uma função diferenciável e que a reta tangente ao gráfico de 
t = g(s) tem como equação t = 2s — 8 no ponto (5, g(5)). Calcule a equação do plano tangente ao 
gráfico da função f(x,y) = g(x? + y?) no ponto (1,2, f(1,2)). 


Solução: Como a reta tangente ao gráfico de g no ponto (5, g(5)) ét = g(5)(s—-5)+g(5) = 25—8 
obtemos g'(5) =2 e g(5) = 2.5 — 8 = 2. Temos 


ô ; 
ao D=g (0 +)2x 
x: 


e 
ô 
(x D=g(+7)2y 
y 
Portanto 
conto = E 
E D=8(12+2)21=28(5)=4, 
Ox 
e 


a, D)=28(12+22)222=4g(5)=8 


Como a equação do plano tangente a f em (1,2, f(1,2)) é 


z=f(1,2)+ oia, 2x — D+ TROS —2) 
Ox dy 


S7 


teremos 
z=2+4(x-D+8(y-2) 


ou 
z=4x+8y-18. 


E 4 | Calcule o valor aproximado de (2, 01? +2, 99º) utilizando a diferencial da função f(x,y) = 


x? + y) no ponto (2, 3). 


Solução: Vamos aproximar 
(2010 12 99) = FO LAR OI 27990); 


Como fr(x,y) =2xe fy(x,)) = 3y? teremos f(2,3) =4+27=31, (2,3) =4e 5(2,3) = 27, 
teremos 


df(2,3)(h, k) = 23h + (2, 3)k = 4h + 27k, 


ou 
dr (2,3)(0.01,-0.01) = 4x 0.01 +27 x (0.01) = 028, 


Portanto 
(2,017 +2,99') = 31 — 0,23 = 30,77. 


1) Determine uma aproximação linear para a função 
da 

E 

ay 


no ponto (—2, 1). 


Solução: Inicialmente, vamos determinar as derivadas parciais de f no ponto (—2, 1). Temos 








da 
Ox is (x — y)? 
e 
uy= E 
dx 2 (ey 
Assim 1 
dO = 
of E 
gd afro 
ai 4 
Ge 
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Então a aproximação linear g da função f é 


eo 24 
86) = [ADIA DGADAAADO-D=7+ 5 4+0+50-D 


ou 
RE 2 4 
84X, Y) = 3 or pre 
! E 2 2 of of 
| Dada a função f : Rº +» Rtalque f(x,y) = xy cos(xy7), calcule FR De ao 1) 


e interprete estes números como inclinações. 


Solução: Temos, 


= y) = y[2x - cos(xyx) — e ynsen(xy7))]. 


Assim, 


o, 1) = -4- cos(-27) — 4xsen(-27) = —4. 


Considere g(x) = f(x,1) = x? cos(x7). Então g'(x) = 2x cos(xy) — x2xsen(x7), assim g'(-2) = 
—4. Logo (2, 1) é a declividade da reta tangente ao gráfico de g(x) = f(x, 1) no ponto x = —2. 


Similarmente, 
SL DE Ra [cos(xym) — yxmsen(xy7)]. 
y 
Assim, 
of 


ay 2 1) =4-[cos(-27) + 2xsen(-27)] = 4. 


Por outro lado h(y) = f(-2,y) = 4y cos(-2y7). Assim h'(y) = 4[cos(-2y7) + 2yrsen(-2y7)] e 
h'(1) = 4. Logo (2, 1) é a declividade da reta tangente ao gráfico de h(y) = f(—2, y) no ponto 
v=l. 


| Encontre uma reta normal ao gráfico da função f(x,y) = xy que contenha o ponto 
(-3,-3,11). 
Solução: Seja F(x,y,72) = z-— xy. Então VF(x,y,7) = (-y,-x,1). A reta r(t) normal ao 
gráfico de f pelo ponto (x, y, xy) é 
r(6) = (1,7,2)) +IVF O, y, xy) = (14,7,x7) + Ely, —x, 1) = (x — ty, y — tax, xy + 1). 


Se o ponto (—3, —3, 11) pertence a reta teremos o sistema 


ER 
y-tx = -3 
Xxy+t = di 
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Substituindo na última equação obtemos t = 11 — x2. e voltando a primeira obtemos x — (11 -x2)x = 
-3, ou x? — 10x + 3 = O. Uma solução é x = 3. Então y = 3 e a equação da reta normal ao gráfico 
pelo ponto (3,3,9) é 

r(D)=(3-3,3-31,9+1). 


Então r(2) = (-3, -3, 11). Observe que existem duas outras soluções. 


Encontre a equação do plano tangente a superfície elipsóide definida pela equação 2x? + 
3y? +72 =21 no ponto (2, —2, 1). 


Solução: Seja F(x,y,7) = 2x2 +3y2 + 72. Então VF(x,7,2) = (4x,6y,29) e VF(2,-2,1) = 
(8, —12,2). A equação do plano tangente no ponto (2, —2, 1) é 
0=(x-2y+2272-D.VFQ,-2,D=(x-2,y+2,2-1).(8,-12,2) 
de onde 8(x — 2) — 12(y+2) + 2(z — 1) = O de onde 


4x-6y +7=21. 


Õ 
Dada a função f(x,y) = e”, usando a regra da cadeia, determine = onde x(s,1) = 
s 


Rae dio v(s,t) = cos(st). 


Solução: Seja A(s,t) = f(x(s,t), y(s,t)). Então 


of 9h of dx Of 9y 
CA A ER Et A Sis > nl os a alt > a Es 
EF (s,t) ds E ) 2% (x(s,t), y(s Ds E E (x(s, 1), y(s Das 
Como 3 3 
e 
Ox dy 
teremos 9 
ion) »(8,1)) = cos (ste +) costs) 
Ox 
É ô 
Elas D. Y(8, 0) = 212 + 82) cos(st)e +) cos(s1) 
de onde 
d(s) = (cos(si)el ts) costtD) 2s + (2(12 + 57) cos(st) et) costs) (— sin(st)) 


=2 cos(st) el? +”) cost(st) (s cos(st) — tt? +87) sin(st)) 


REST Ú No problema anterior, substitua as funçoes x e y em f, obtenha A(s,t) = f(x(s,t), y(s,t)), 


oh 
e calcule —. 


Os 
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Comparando com o resultado obtido no problema 3.10, o que você pode notar? 


Solução: Temos 


h(s, 0) = f((s, 1), y(5,1)) = F(P + s2,cos(st)) = e +) costs), 


logo 
E É(s, 9) = Ea a OE E s2) cos? (st)) 


= eP+s")cos!(st) (25 cos? (st) — (1? + s?)2. cos(st) sin(st)t) 


2 cos(st) el +58") cos?(st) (s cos(st) — t(t? + 5?) sin(st)) 


E E 
Logo 55 = 3º 


| Sez = f(x,y) tem derivadas parciais de segunda ordem contínuas, e x(u, v) = RO 


9? 
v(u, v) = 2uv, determine 2" Você consegue escrever SE sem realizar cálculos. 
v u 


Solução: Temos 
Roo 


dv dxôv dy Ov 


02 f Ô [cr * 5557) 
aro =| *— 




















dv? dxôv OyôOv 
- Prfox, Proxoy dfox Pr oxoy df joy ar8y 
— dx ldv Oydxodvov dxov2 ôdxdyodvov dy? ldv dy Oy? 
Como S EA = ETA is =26 E = 0 obtemos 

o2f 284 E o2f HOR 

= Au nepal 

Ov? E “Ca aro Ra 0y? “eax 

Devido a simetria de x(u, v) = x(v,u) e y(u,v) = y(v,u) obtemos 

GR 202 f o pf, 29f 

sd 4u 4 — 

du a á E á 9x97) ri 0y? EE 


Faça o que se pede. 


(i) A equação x? + xy + y? = 3 define implicitamente uma função diferenciável y = f(x) tal que 


f(1) = 1º Justifique sua resposta. 


(ii) Caso positivo, calcule f(x). 
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(iii) Calcule f“(1). 


(iv) Faça o gráfico de x? + xy + y? = 3 e estime o domínio máximo possível para f. 
Solução: 


(i) Seja F(x,y) =x) + xy +yº — 3. Temos F(1,1) = 0e como 
OF 


dy 0) =2+3y 


também Sh) = 4 * 0. Logo localmente está bem definida y = f(x) com f(l) = 1 e 
F(x, f(x)) = 0. 





(ii) Como 
Dr) = 32 +) 
Ox 
obtemos HE á 
Face ps a 3x a 
dy (0X, ) X +3 f(x) 
(iii) De (ii) segue 
ER ROD 
FD) = 1+3F0D2. - 


(iv) Do gráfico abaixo parece correto afirmar que o domínio de f é R. 











Dada a relação e*”* — z = (0), determine se existe uma função z = f(x,y) na vizinhança 
Õ 
do ponto (0, 0) tal que f(0,0) = 1. Caso exista, calcule as derivadas parciais dx e a. 
x DX 
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Solução: Seja F(x,y,z) =e”* — z. Então F(0,0,1) = 1 —- 1 = 0 e como 


9F 
— (x,y) =xye — 1. 
Oz 


temos (o, 0,1) = —1 £ O. Logo fica bem definida a função diferenciável z = f(x,y) com 


F(x,y, f(x, y)) = 0. Então 
da hor ses 


Ox “E, », 2) 4 xyevz — 1 


Õz Flo )z)  xzet 


óy n “Fls, y, 2) o xyenz —1 


» Encontre o plano tangente a superfície definida por 


2 p p 
e E no E Ee =3 
9 16 25 
no ponto (3, 4, —5). 
Solução: Seja 
ê y 2 
F 2) = OCA E E Ra 
Co 


A equação do plano tangente à superfície definida por F(x, y,z) = O em (xo, yo, Z0) pode ser dada 
por 


OF oF OF 
a O cr no ri O Nr NR laço uno Mao O 
Ox dy Oz 


Para que isso ocorra F(x, y,z) precisa ser diferenciável em (xo, yo, Z0) com VF (xo, Yo, Z0) £ O. 
Temos que verificar: 


WEB) 0 


dF(o mz) 2x 0F(myz) y dFQuyz) 2 


ii) As derivadas parciais 2% 9 3» 8 EE 25 são continuas e 


QD 
TrQu- e 
(3,4,-5) G5 5) * (0,0,0) 


Com isso concluímos que existe uma plano tangente em F = 0 no ponto (3,4, -5). Portanto pela 
equação do plano tangente temos 


2, l » 
GAR (00 (or O 


ou 
Zi - 
ae ns 
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15 Encontre uma reta ortogonal a curva definida implicitamente pela função 
3x2y + sen(2y) = x 


em (0,0). 
Solução: Seja F(x,y) = 3x2y + sen(2y) — x. 


i) Temos F(0,0) = 0. 
F F 
ii) ar = 6yx = le ai = 3x? + 2cos(2y) são funções continuas. 
Ox dy 
OF oF 
ii) —(0,0) = 2, ou seja —(0,0) £ O 
dy dy 
Então fica bem definida uma curva y(t) = (t, f(t)) tal que F(t, f(1)) = O. Desta forma temos 
que a reta ortogonal será dada por 
P(A) = (0,0) + AVF(0,0). 
Como VF(0,0) = (—1,2) obtemos 
(x,7) = (0,0) + 4(-1,2) 
é a reta ortogonal a y(t) em (0,0), ou seja x = —4,y = 24. De outro modo 


y+2x=0. 


1 Mostre que a curva y(t) = (ea ; est) é ortogonal a todas as curvas de nível da função 


(9,7) = 10 — 3x? — 4y? 
Interprete este fato geometricamente. 
Solução: Temos que y'(t) = (-6e-%, -ge-8!) e Vf(x,y) = (-6x,-8y). Logo Vf(y(t)) = 


Vf(e e 8) = (-6e*!, -8e 8) = y'(t). Então Vf(y(t)) tem a mesma direção de y'(t). Como 
Vf é ortogonal as curvas de nível, então y' é ortogonal as curvas de nível de f. 


Interpretação Geometrica A curva y é tal que vai cruzando as curvas de nível de f ortogonal- 
mente, como o gráfico mostra. 
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ice 1) QE Br Aê = o 


Vito vo) 1 Vylto) = VFlxo, yo) 





5!) Determine as equações das retas que sejam ortogonais a elipse 
x +37) =3 


é paralela a reta x — y = 7. 


Solução: Podemos escrever x — y = 7 como 
(x ») — (0, e) + A(l, 1). 


Então o vetor diretor da reta é (1,1). Seja F(x,y) = sé ae 3y? — 3. Como VF(x, y) é ortogonal a 
elipse em todo (x, y) tal que F(x, y) = 0, deveremos ter 


VF(x,y) = A(1,1) 


ou seja (2x,6y) = (4,4). Então 2x = 4 = 6y ou seja x = 3y. Resolvendo o sistema 


x-3y 
no 


3 


encontramos os pontos G. 5) e (—5, —5). Logo temosasretasx—- y=lex-y=-l1. 


Seja f: ACR?->R de classe C?. Se A for um conjunto aberto, o que podemos afirmar 
sobre as derivadas parciais de segunda ordem de f? 


Solução: Pela definição, uma função f é de classe C? em um conjunto aberto A se f é contínua 


em 4, e suas derivadas parciais de primeira e segunda ordem existem e são contínuas em 4. Logo 
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podemos afirmar sobre as derivadas de segunda ordem de f que elas existem e são contínuas em A. 
Então as derivadas mistas de f coincidem. No caso 


o2f n oi 
Ox10x2 0x20x1 








Determine o ponto do plano x + 2y — z = 4 que se encontra mais próximo da origem. 


Solução: O quadrado da distância da origem a um ponto do plano é dado por 
Dxy)=2 + +27. 
Como o ponto está sobre o plano z = x + 2y — 4, logo podemos escrever 
Fw) =DOyx+2y-)=2+y7+(x+2y-4)2. 


No ponto de mínimo f; = fy = O logo 


2x+2(x+2y-4) = 0 
2y+4(x+2y-4) = 0 
ou 
mv = 2 
Doo = Ss, 


A solução deste sistema é x = 2/3 e y = 4/3. O ponto do plano mais próximo da origem é 


2 4 2,94 Re 4 e 

sEsfDas Essa 

Poderíamos verificar que o ponto P é um ponto de mínimo, mas da geometria do problema sabemos 
que apenas esta situação pode ocorrer. 


(el 
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Cálculo |l 


Integrais múltiplas 





Tópicos aBordados nos exercícios. 


* Teorema de Fubinni para integrais múltiplas; 
* Mudança de variável em integrais múltiplas. 
* Cálculo de integrais duplas e triplas; 

* Definição de integrais duplas e triplas; 


* Mudança de ordem de integração em integrais múltiplas. 





Conteúdos essenciais para resolução dos 
exercícios. 


Teorema Fundamental do Cálculo para funções de uma 


variável; 


Integral de funções de uma variável em um intervalo fe- 
chado; 


Coordenadas polares; 


Coordenadas cilíndricas; 


Coordenadas esféricas. 
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Nas questões abaixo, utiliza-se o teorema de Fubinni para 
calcular as integrais múltiplas de forma iterada. 





Exercícios 4.1, 4.2, 4.6, 4.7 


Nas questões abaixo, aplica-se a ideia de inversão de ordem 
de integração. 


Exercícios 4.3(a,b), 4.5 


Nas questões abaixo, usa-se a mudança de variáveis para 
coordenadas polares para resolver as integrais múltiplas; 


Exercícios 4.4, 4.8 


No exercício abaixo, faz-se uso da mudança de variáveis 
para coordenadas esféricas para resolver a integral múltipla; 


Exercício 4.9 


No problema abaixo, utiliza-se a mudança de variáveis para 
coordenadas cilíndricas para resolver a integral múltipla. 


Exercício 4.10 
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— Enunciado dos Exercioi Os 


Calcule a integral dupla 


2, 3 
IN | y'dydx 
0 0 


DF) Sejao retângulo A = (xy) :I<x<20<y<1). 


Calcule 
/ IN es 
A 


sendo f(x,y) = x sen(7y). 


Inverta a ordem de integração: 


Fl neo 
| l ra o) dx 


Calcule Il [ y2dxdy onde C = ((x,7) ER|x2 +y? <1, 
Cc 


(a) 


(b) 


De ao): 


Troque a ordem de integração na integral iterada 


3 6-y 
fo) sara 
0 y 


—6 


Esboçe o domínio de integração. 


Calcule a integral tripla 


/ |) fl yz cost )dV, 
R 


ondeR=[(xyz))<rx<m/20<y<2x2x<zs 3x). 
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Calcule a integral tripla 


Mom 


R 
onde R é limitado pelos cilindros parabólicos y = 2x2 e x = 2y? 
e pelos planos z = 0e z =x + y. Faça um esboço de R. 


F) Calcule a integral 
2 N2x-x? 
| | q/x2 + y2dydx 
o Jo 


Calcule a integral mudando para coordenadas esféricas 


1- N1-x2-y2 
E ps ad + y2z + z)dz dx dy 
NV1-y2 J-y/1-x? 


Esboçe o domínio de integração. 


Duas esferas de mesmo raio R se interceptam de modo 
que o volume da interseção é metade do volume de cada esfera. 
Mostre que a distancia D entre os centros das duas esferas satisfaz 
D/R = À onde 


2 » 
A= 25 sen (5) - 2cos (5, 


SU) 


a SD UC = es 





Use o teorema de Fubini. 


Considere a região retangular e utilize o 
teorema de Fubini.. 


Para a inversão da ordem de integração 
sugere-se que se esboçe a região preliminar e a 
partir de sua análise, defina-se a nova ordem de 
integração. 


ELI Analise a região de integração e faça a subs- 
tituição de variável x = senu. 


EM Esboçe a região correspondente a integral 
preliminar e a partir da análise da região, troque a 
ordem de integração. Observe que se pode somar 


n áreas para se obter uma área resultante. 


EK) Utilize o teorema de Fubimni. 


Sil 


Esboçe a região tridimensional, analise 
as equações dadas para encontrar os limites 
de integração e em seguida use o teorema de 
Fubinni. 


FE] Esboçe a região, utilize coordenadas 
polares e em seguida use o teorema de Fu- 
binni. 


FE) Utilize coordenadas esféricas para faci- 
litar os cálculos do problema. Use o teorema 
de Fubinni e se possível esboçe a região em 
questão. 


Tente realizar uma análise geométrica 
esboçando uma seção de uma interseção de 
duas esferas de mesmo raio. Faça suas consi- 
derações a partir da análise geometrica. Uti- 
lizar coordenadas cilíndricas para a resolução 
da integral pode ajudar. 


| Calcule a integral dupla 
as 2 (3 
| | y'dydx 
o Jo 


Solução: Temos 
2 (3 2 3 Dina 
1 1 
Ii H y'dydx = [/ vao) dx = E] dm= aa Dó = el 
o Jo o Ao GRI 4 2 


» Sejaoretângulo A =[(x,y):l<x<2,0<yx< ll). Calcule 


Il f(x, y)dxdy, 


A 


sendo f(x,y) = x sen(my). 


Solução: Temos 


1 
0 


| f(x, y)dxdy e dx A x sen(my)dy = e dx Fe 
A To 


2 Depois 
Ji xdxz=1 [4] => 


5) Inverta a ordem de integração: 


/ [) FC )do) dy 
1 EE 
A [ 63, 5)ds) ds 


Solução: (a) Abaixo está o esboço da região de integração R. No caso 


(a) 


(b) 


Refimvy l<ycselnt)sysa. 


Como In e = 1 o segmento BD é horizontal. De y = In(x) obtemos x = e”. 
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Podemos descrever o domínio R (invertendo os papéis entre x e y) como uma união de dois conjuntos: 
R=dlivo dep esllavsc ul lspacrsrse. 


Assim ao trocar a ordem de integração ficamos com uma soma de integrais: 


e E 1 e e e 
[ fa: 3)ds) ds = | O funda) dy + / [ Ci. 3)ds) dy 
1 In x 0 1 1 y 


(b) Abaixo está o esboço da região de integração R. No caso 


Rev ess 











De y = x? obtemos x = /y. Podemos descrever o domínio 


RE ay 0<ys yr o) 


EL sesva)as= [([Presmasa 


aa 


Logo 


li 1! Calcule [rara ondeC= ly yjer pk pv <lv>-rer>0. 
C 


Solução: Abaixo está o esboço do conjunto C. Observe que o ponto 1 = (N2/2, N2/2). Também 
de x? + y? = 1 obtemos y = V1 — x2. Podemos descrever C como: 


C=((xy):0<x<NV2/Lx<y<N1-*). 








Então SE 
vi 1-x2 
| rasas E Ee dx J, Re nie aa [5 | 


x 


Es e dx [Mest] 
Mas fazendo x = senuy na integral abaixo, dx = cosudue 0 < u< m/4: 


4 


2/2 n/ 
b (NI - x2)dx = Ii cost udu 
0 0 


Considerando que costu = $ + cos(u) + cost) obtemos 


m/4 
a IN cos* udu = S 168 + (1/4) sen(2u) + (1/32) sen(4u) Jp? 
0 


E 
Ina 5 no 4 a 
do Ce cajal, va 


ee) 
o 

o E a 
[f vara 332 48732 


—lôr+6 
So: 





Também 


s 


Finalizando teremos 
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5 Troque a ordem de integração na integral iterada 


3 6-y 
| CS 


y—6 
Esboçe o domínio de integração. 


Solução: Observe que a região de integração é limitada pelas retas y = 6- x,y =x +6,7y=0, 
nes 











Teremos que dividir a região em três partes para trocar a ordem de integração. Logo 


ho dr SE tona = [ode O ro yndy+ É dr fo dy 
“so dx iss f(x, y)dy 


TH)»: cos()dV, 
R 


ondeR= (ix, cib<srxsmn20O<y<2xixe ada): 


| Calcule a integral tripla 


Solução: Temos que 
JN secos av = IP costa dx" vdy fade 
R 


2x = 
Ri cos(x?) [5 |, E dx 


7/2 5,4 2 9 2-4x2 
o cos JESSE 


Re cos(x)5xº dx 


| sen(x5)]7 


5 
= sen(%). 


5a 


Calcule a integral tripla 


Mom 


R 
onde R é limitado pelos cilindros parabólicos y = 2x? e x = 2y? e pelos planos z = 0e z =x +). 
Faça um esboço de R. 

Se 


Solução: Temos que a interseção das curvas y = 2x? = 2(2y7)? = 8y! de onde y = 0e y = >. 


Então x =0ex=5. 





Logo 


f vox py ydy a dz 


do 


E x 
e Eotdoa pa E Re 
1 X 
SO Else po Saiba a ANE 
Jo x [5x7 ay Rê dx 
E E + 2,3 —2x9 — &x7 


Ro 


0 


dx 





J 
at qr qr 


al 


4 
- [+ Dee 





| 
8 
DJto 
a 


Calcule a integral 


E) V2x-x2 
| | Nx? + y2dydx 
0 0 


Solução: A região de integração é o semicírculo de raio 1 e centro (1,0), de equação (x—1)2+y? = 
1,y > 0. Escrevendo a equação do círculo em coordenadas polares temos (r cos 0— D2+(r sen6)? = 1 
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de onde r(r — 2 cos 6) = 0. Em coordenadas polares o semicírculo pode ser descrito por O < r < 
2c0s0,0<0< 5, veja o gráfico: 


r=2cosê 








Então 


VZX—X 
E N ai Vx2 + y2dydx 


li do DV es0 2 dy 

E Es 1.3 2cos6 

= la do [ar Ip 

—— hé É cos” 9do 

Dois õ 

= IE 3 cos0(] — sen“0)do 
E 5 |seng — : sen?9], 

16 


= > 


Calcule a integral mudando para coordenadas esféricas 


IN Il [ (x? z + yz + 2)dz dx dy 
=1 J=4/1-y2 J-/1-x2-y2 
Esboçe o domínio de integração. 


Solução: Os limites da região de integração são dados por z = +1-x2-32, logo x” +y2 +27” = 
1. Como a projeção no plano xy é dado por x = +V1-y2 e-l < x < l,temos o disco 
x? +y? = 1. Portanto a região de integração e a esfera sólida de raio 1. Logo em coordenadas 
esféricas x = r seng cos 6, y = r seng send e z = r cos & de onde obtemos 


xXzryzrr=(M+y +27)z=rircosg=ricosg 


Sm 


de onde 
1-y 1-x2-y? 
1 = 
E 
= (EE ai hr e senó dá dê dr 


= a 751 > sen(24) dg do dr 


a z+) 2z+2z)dzdxdy 


= RE 4 r [- 4 cos(24)|, do dr 


= (0, 


O domínio de integração tem gráfico: 





Duas esferas de mesmo raio R se interceptam de modo que o volume da interseção é 
metade do volume de cada esfera. Mostre que a distancia D entre os centros das duas esferas satisfaz 
D/R = À onde 


2 2 
A =2N3 sen (5) — 2 cos (5) : 


Solução: Veja abaixo uma seção de uma interseção de duas esferas de mesmo raio: 


Podemos calcular o volume da lente abaixo e duplicar para encontrar o volume da interseção: 
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Vamos utilizar coordenadas cilindricas. O raio da base da lente é ,/R? — E Seja R a região no plano 


xytalque x? +y? < R?- DÊ, QuO<r<yR?-De0<0<27. Então? <z<vyR2-x2-y2. 


Em coordenadas cilindricas teremos que o volume V da interseção será 


2 
v=2(" do (NE rar Jo de 


2 2 ao (NS (VRETR - B)rár 


0 


PÉ 


3 R 
Dm [VR —72 — Br?| É 
0 


r (LD — DR2+3R?). 


Como V é metade do volume da esfera de raio R teremos 


D'º DR2 4 2R E Rê 
“IE oi 


de onde fazendo x = D/R teremos 
= Dyrs=0: 


Usando a formula de Euler temos que 


2 » 1 
4 cos? [57)-3cos[5 1) +5 =0 
Segue de 
2 7 
A=243 sen(5) — 2cos(To) 


e da fórmula acima que 


2 =24V3 sen(2/97) -8- 24 cos (2/97) 
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ou seja À satisfaz a equação x? — 12x + 8 = 0. Esta equação tem uma única raiz entre O e 1 e como 
O < À < 1 segue o resultado. 








60 


Cálculo |l 


A) [O [6 





Tópicos aBordados nos exercícios. 


* Máximos e Mínimos de uma função de duas várias variá- 
veis; 


* Teorema do Valor Extremo e o Teste da Segunda Derivada; 


e Regra da Cadeia e Diferenciais; 


Cálculo de Área por Integração Múltipla; 


* Cálculo de Volume por Integração Múltipla; 





e Massa, Centro de Massa e Momento de Inércia. 


Conteúdos essenciais para resolução dos 
exercícios. 


* Geometria Espacial; 

e Trigonometria; 

e Derivadas Parciais; 

* Cálculo de integrais duplas e triplas: Teorema de Fubinni; 


* Inversão da Ordem de Integração. 


61 


| Métod SE Técni Cas 





Nos exercícios abaixo, utilizamos a regra da cadeia para 
calcular derivadas parciais de funções compostas. 





Exercícios 5.1, 5.2 


No problema abaixo, utiliza-se o fundamento de produto 
escalar para o cálculo da derivada direcional. 


Exercício 5.3 


Nas questões abaixo, verificamos a existência de máximos e 


mínimos absolutos utilizando o Teorema do Valor Extremo. 

Exercícios 5.4, 5.5 
Utiliza-se o Teorema de Fubinni para calcular as integrais 
que determinam o volume de um sólido. 


Exercícios 5.6, 5.8, 5.15 


Nos exercícios que se seguem, usa-se o Teorema de Fubinni 
no cálculo de integrais que determinam massa, centro de 


massa e momento de inércia de regiões e sólidos. 


Exercícios 5.14, 5.7 


62 


e Nas questões abaixo utilizamos a mudança de variáveis 
para coordenadas polares no cálculo de massa, área ou de 
volume de sólidos. 


Exercícios 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13 





* Na questão abaixo, utiliza-se a mudança de variável uti- 
lizando as equações de parametrização do elipsóide para 
cálculo do volume. 


Exercício 5.16 
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0000 


0000 


0000 


0000 


0000 


Verifique que 
1 1 
u(r,t)=—F(r— ct) + —G(r + ct) 
F r 


é solução da equação de onda tridimensional 
9? 2 
(ru) po (ru) É 
ot? Or? 


onde r = Jx2+y2+z2 é oraio, to tempoe F,G:R >R 
funções diferenciáveis pelo menos duas vezes. 








O volume V do sólido interior a uma superfície elipsóide 


do Rº definida pela equação 


to 
> 


ê 
My 
++ 


| N 


0 


So 
9 
[o 


c 


4 
éV = -mabc. A partir da superfície de equação 4x? +9y? + 7? = 
100 na direção normal externa construimos um sólido de espes- 
sura 0,01. Usando o diferencial da função volume apropriada 


estime o volume aproximado deste sólido. 
A temperatura sobre uma chapa plana é dada pela função 
PO ção 
ie yvi= e. 


No ponto 4 = (1,-1) em que direção v a temperatura decresce 
de forma mais rápida? Qual a derivada direcional de T no ponto 
A e na direção de v? 


Estude com relação a máximos e mínimos locais a função 
pic esa = x +2x)y + A — 5x 
Um fabricante produz dois tipos de liga nas quantidades x 
e y toneladas, respectivamente. Se o custo total da produção é 
expresso pela função C(x, y) = x2+100x+y? — xy e a renda total 


é dada pela função R(x,y) = 100x — x? + 2000y + xy, encontre 


o nível da produção que maximiza o lucro. 
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0000 


0000 


0000 


0000 


0000 


0000 


0000 


0000 


0000 


0000 


Faça um esboço e calcule o volume do conjunto 


B=(Kgy,)cR|I<x<2Z0<y< Lxty<xz<xx+y+2), 


Considere a lamina definida pelo quarta parte do disco 
x? + y? < 1 que pertence ao primeiro quadrante. Determine o 
centro de massa da lamina, se a densidade em qualquer ponto for 


proporcional à distância do ponto ao eixo x. 


Calcule a area da região entrea curvar =6,0< 0 < m;r 
2n-0;n<0<2neacurvar=20,0<0<an;r=47-20;n < 


9 < 27. Esboçe a região. 


Uma lâmina plana é formada pela região R do primeiro 
quadrante entre os círculos x) +y? =1ex2+y =9. A 
densidade da lâmina em um ponto (x,y) é x + y. Encontre a 


massa da lamina. (Sugestão: Use coordenadas polares). 


Encontre a area da região R entre as curvas r = 2 + sen30 
er =4-cos30. Esboce a região R. 


Encontre a area da região no interior do círculo x? + (y — 


2)? = 4 e no exterior do círculo x? + y? = 4. 


Determine o volume do sólido dentro da esfera x? + y? + 
Z? = | e acima da superfície z = tg (x? +”). 


Encontre o volume do sólido limitado pelo paraboloide 
y=x2+22 eo plano y = 10. 


Encontre o momento de inércia 


If + y,o(x, y 2)dxdydz 
R 


em relação ao eixo z do cone sólido R = ((x,y,2) : Vx2 +? < 
z < 10), com densidade constante 1. 


Calcule o volume do sólido obtido pela interseção dos 
cilindros sólidos y) +72? < lex? +72 <1. 
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Encontre o volume do elipsóide 


IO 


p| 


O 


+ +> <l. 


E] o 
EIS 
| a 


Sugestão: Use coordenadas x = ar cos É cos 0, y = br cos 4 send, 
z =crsenQ. 
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ETTA 


Qunectô eo 
=) UGEsS (O e 


A 


U 


Encontre ru(r,t) e derive com relação as 
variáveis r e t. Em seguida, analise, organize, e 


compare com a equação diferencial dada. 


Com o auxílio dos dados da questão, dife- 
rencie a equação do volume, analise e encontre o 


volume do sólido. 


Use a fórmula da derivada direcional, do 
vetor gradiente e de sua norma. 


FEZ] Utilize o teste da segunda derivada. Lembre- 
se da função Hessiano. 


Utilize o teste da segunda derivada. 


A partir da região dada em questão, encontre 
os limites de integração e, para determinar seu 
volume, utlize o teorema de fubinni para resolver 
a integral tripla. 


Suponha a densidade d(x, y) = y tomando 
o coeficiente de proporcionalidade igual a 1. Em 
seguida, a partir da análise da região proposta pela 
equação dada, utilize o teorema de Fubinni no 
cálculo das integrais duplas que surgem quando 
calcula-se M, Mie M,. 
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FER] Tente visualizar a região de integração a 
partir dos intervalos dados na questão. Utilize 


o teorema de Fubinni. 
59 | Utilize coordenadas polares. 


Tente visualizar a região de integra- 
ção a partir dos intervalos dados na questão. 
Utilize o teorema de Fubinni.. 


Visualize geometricamente a região. 
Utilize coordenadas polares. 


Utilize coordenadas polares. 


A visualização da região pode ajudar 
na escolha dos limites de intregação. Utilize 
coordenadas polares. 


Considere a densidade constante e 
igual a 1. Utilize coordenadas cilíndricas. 


Observe a intersecção dos cilíndros e 
faça análiseem z=0ez<o0. 


Pesquise sobre a parametrização do 
elipsóide. 


5! Verifique que 
l l 
u(r,t)=—F(r— ct) + —G(r+ ct) 
r r 


é solução da equação de onda tridimensional 


92(ru)  +92(ru) E 
ad on 








onder = x? +y2+z2 é oraio,t o tempoe F,G:R > R funções diferenciáveis pelo menos duas 


vezes. 


Solução: Como ru(r,t) = F(r — ct) + G(r + ct) temos 


astra) =-c(F'(r-c)+G'(r+ct)) 


e 
2 
(ru) =cMF"(r- c)+G"(r+ ct). 
Também ô 
ap (UU) =F(r-c)+G(r+ct) 
e 
ó? 
EA, =Fº(r-c)+G(r+ ct). 
E 
Logo 


2 


9? 
32 (7%) = Cal. 


7» O volume V do sólido interior a uma superfície elipsóide do Rº definida pela equação 


x? y? 72 


DS+D> +55 
e 

4 4 E , a = õ õ õ . ” 

éV = -7mabc. A partir da superfície de equação 4x“ + 9y* + 7º = 100 na direção normal externa 
construimos um sólido de espessura 0, 01. Usando o diferencial da função volume apropriada estime 
o volume aproximado deste sólido. 


Solução: Dividindo a equação por 100 obtemos 


x? a Z 


=+——— +— =. 
52 (10/3)22 102 


68 


Eoso a ape O ce lOie da qr de oro 


Por outro lado 4 
dV = ar (be.da +ac.db + ab.dc) 


RAS 4 10 10 A 
= -1(—10+5,10+5.—).0,01= -a(>+=>+=)= 7. 
aum O ES IO SOON a 


O volume aproximado do sólido é 5”. 


A temperatura sobre uma chapa plana é dada pela função 
Ts yi= e 
No ponto 4 = (1,-1) em que direção v a temperatura decresce de forma mais rápida? Qual a 


derivada direcional de T no ponto A e na direção de v? 


Solução: Pela definição de derivada direcional, sabe-se que a taxa de variação de uma função 
T(x, y) em um ponto (xo, yo) na direção de um vetor unitário ú, é dado pelo produto escalar 


D,T = VT(xo, yo) - dá. 
Pela definição de produto escalar temos 
VT (xo, Yo) * ú = cos(9).|IVT (xo, yo) II. Iii. 


Seja || VT (x0, Yo) || o modulo do gradiente, por definição |||] = 1 e Ilcos(0)| < 1. Então, D,T = 
VT (xo, Yo) - ú, atingirá o seu valor mínimo quando cos(0) = —1, ou seja, O = 7. Com isso podemos 
concluir que T(x, y) decresce de forma mais rápida em (1, —1) quando a direção de wú for a mesma 
de VT(1,-—1) e sentido contrário. 


Calculando temos 
VT (4,7) = (2, Dye =) 
logo 
VT(A,-D =(2,-2) 


IVTA,-DI| = 242. 


Assim temos que a derivada direcional mínima é 
DuT = cos(8).IVT (xo, yo)|I.lit]l = (=1).(2N2).1 = -22 


e a direção é a de v = (5 5): 
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Estude com relação a máximos e mínimos locais a função 


f(x,y) E PDry yo 5% 


Solução: Os máximos e mínimos locais, se existem, estão entre os pontos onde as derivadas 
parciais se anulam. Como f(x,y) =3x2+2y-5e fy(x, y) = 2x + 2y obtemos o sistema 


ax DS O 
2x+2y = 0 


Da segunda equação temos y = —x e substituindo na primeira temos 3x? — 2x — 5 = 0. As soluções 
desta equação são x = —1 e x = 5/3. Temos portanto dois pontos como possibilidade: A = (—1,1) 
e B = (5/3,-5/3). Para determinar se é máximo ou mínimo local devemos estudar o sinal da 
função H (x,y) = Le(% 3) fyy(%, 9) — Fry(%, 9)? nos pontos. Como fiy(x, y) = 6x, fry(X%,7) = 2€ 
Syy(x, y) = 2 obtemos H(x, y) = 12x — 4. Então H(-1,1) = —16e H(5/3, -5/3) = 16. Logo: 

(i) A = (—1,1) é um ponto de sela. 

(ii) B = (5/3, —5/3) é um ponto de mínimo pois f,,(5/3,-5/3) = 2. 


A função tem apenas o ponto B como ponto de mínimo local. 
E > Um fabricante produz dois tipos de liga nas quantidades x e y toneladas, respectivamente. 
Se o custo total da produção é expresso pela função C(x, y) = x? + 100x + y? — xy e a renda total é 


dada pela função R(x, y) = 100x — x? + 2000y + xy, encontre o nível da produção que maximiza o 
lucro. 


Solução: Do enunciado teremos que o lucro L(x,y) = R(x,y) — C(x,y), ou seja L(x,y) = 
2x2 + 2xy — y? + 2000y. No ponto de máximo L, = L, = 0 ou seja 


EA ev = 0 
2x -2y+2000 = 0. 


Temos como solução x = 1000 e y = 2000. Como L, (x,y) = —4, Lyy(x,y) = 2 e Lyy(x,y) = —2 
obtemos (Lyx.Lyy — or y) = 4. Logo o lucro máximo ocorre para x = 1000 toneladas e 
y = 2000 toneladas. 


» Faça um esboço e calcule o volume do conjunto 


Bl, )eR|l<;=20=)=<Eripacssiv4d 
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Solução: Temos 


V(B) 


If dxdydz = E dx a dy Ras dz 


fax fo ay” =2 [7 ax fo ay 
2 fi dx[y]i=2[dx=21 
2. 


Abaixo temos o esboço do conjunto. 





Considere a lamina definida pelo quarta parte do disco x? + y? < 1 que pertence ao 
primeiro quadrante. Determine o centro de massa da lamina, se a densidade em qualquer ponto for 


proporcional à distância do ponto ao eixo x. 


Solução: A figura correspondente a lamina está abaixo: 


B 


-04 -0.2 o 02 04 g 06 0.8 Ef 





nl 


Então temos que calcular a massa M e os momentos M, e M,. Podemos supor a densidade d(x, y) = y 
tomando o coeficiente de proporcionalidade igual a 1. Podemos descrever a lamina como 


E ay 0 smelOsyevIiE 


Então 
1 Vl-x2 1 
M = If dcs raras = [ dz [ váy= | Sax 
0 0 o 2 
E 
1 le 
t+ 
— L 
E 
1 V1-x2 o 
Mo = |) race raras = [ dx [ váy= | nem pE: 
0 0 o 2 
L 
a a x 
“"“2|2 4] 
a 
= 
ê 


1 Vi-x? 1 
1 
m,= [[ vaca, yjdrdy = [ dx f vay=5 | (VI - xd. 
0 0 0 
É 


Fazendo a substituição x = senu obtemos dx = cosudu e 


n/2 n/2 n/2 
f cost udu = | cos? u(1 — sen?u)du = nú (cos? u- cos u sen?u)du 
0 0 0 


(sea na sem Qi = (É essa os sen?(2u) 
0 2 4 0 2» 4 


"2 (cosQu) 3 cos(4u) 
| 2 o Rua 8 Ju 


sen(2u) 3  sen(4u)]"”2 
| RR | 


My 


Jdu 














0 
mM 


16 


o, 


Segue que as coordenadas do centro de massa são 
po (Me My) (5 de AE 
Rc 


5) Calcule a area da região entre acurvar =0,0< 0<7m;r=27-0;n <0<2reacurva 
r=26,0<0<m;r=47-20;n<6<h27. Esboçe a região. 


Solução: Teremos que 


A = caio no 


E f do fo” rara fa 9 o rdr 
- hr do[4r"], + [7º do o? 
= [36240 + [” 327 - 0)2d6 

- e] +i[er- o” 


A região de integração é simétrica em relação ao eixo x e é limitada por espirais: 








5) Uma lâmina plana é formada pela região R do primeiro quadrante entre os círculos 
x +y?=1ex2+y7=9. A densidade da lâmina em um ponto (x, y) é x + y. Encontre a massa da 
lamina. (Sugestão: Use coordenadas polares). 


E 


Solução: A massa m da lamina é dada por 


fa + y)dxdy 
R 
fa cos 0 +r senô)rdrdo 


m 


R 

e r2dr hr“ cos 0 + senô)d6 
3 

[5], [sen9 — cos oi” 


oo, 


ê 


Encontre a area da região R entre as curvas r = 2 + sen30 er = 4 — cos30. Esboce a 
região R. 


Solução: Observe que as curvas r = 2 + sen30 er = 4 — cos 36 não se interceptam, pois para 
2 + sen36 = 4 — cos 30 teríamos sen30 + cos 30 = 2 o que é impossível. Logo a area A de R será 


ffrardo 
R 


27 4-cos(30) 
IE do 2+ sen(30) rdr 


= Ra 1 ini 

o a - 2+ sen(30) 

= bo 3[12-8cos(30) — 4 sen(30) + cos(60)] do 
2x 

E [120 — É sen(30) + 5 cos(30) + & sen(60)], 


ER; 


A 


O gráfico está abaixo: 





Encontre a area da região no interior do círculo x? + (y — 2)? = 4 e no exterior do círculo 
mo yo = 4 
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Solução: Colocando em coordenadas polares o primeiro círculo tem equação 
4 =(rcos 9)? + (r senô — De =r?cos?0+r" sen?0 —-4r sen9+4=r? —-4r sen9+4 


de onde obtemos r = 4 send. O segundo círculo tem equaçao r = 2, ou seja senô = >. A interseção 
dos dois círculos ocorre para 2 = r = 4 sen9. Assim temos 0 = Se O = E 











Então a area A da região R é 
Ao adro = Ee dô Tê é dy 
- é [ef do 
- age sen? — 2)d9 


5x 
= ns (2 — 4 cos(20))d6 
6 
5x 
= [26-2sen(20)]ó 
6 
= 40243. 


Us ipa Determine o volume do sólido dentro da esfera x? + y? + 7? = 1 e acima da superfície 
z=te (x +49). 


Solução: Podemos escrever o volume como 
V= [fai —-x2-y2—tg(x? + y)))dA 
D 


onde D é o disco de raio ro tal que tg o = = o O gráfico abaixo mostra um corte das superfícies: 


5 











Logo 
h” do f(VI=" =tan(?)rdr 


3 Fo 
2x [+ ER ! In(cos(12))] 
0 
3 
27 : = a = + E Incostrj) 


5!) Encontre o volume do sólido limitado pelo paraboloide y = x? + 22 e o plano y = 10. 


ss, 
| 


Solução: A interseção de y = 10 com o paraboloide y = x? + z2 é um círculo que se projeta no 
plano xz no círculo x? + 22 = 10. 





Seja 


D=((49):x +27 <10). 


Podemos escrever 
V 


ffao -x2- 22))dxdz. 
D 


Introduzindo a mudança de coordenadas x = r cost, z = r sent obtemos 


v= (al Pao-ryrar 
Em [57 — tape 


507. 
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Encontre o momento de inércia 


fi (2 +) p(x, y, 2)dxdydz 
R 


em relação ao eixo z do cone sólido R = ((x,y,7) : Vx2 + y2 < z < 10), com densidade constante 
1. 


Solução: Em coordenadas cilíndricas a equação Vx2 + y2? < z < 10 se transforma em r < z < 
10. O cone fica então descrito por0 < 0 <2me0<r < 0. Logo 


ff? +yaxdydz = [7 do "ar [Orr 
R 


= [do f PII? dr 


h” do pºdo-nrdr 


10 
0 


27 [105 - 5] 


= 107. 


* Calcule o volume do sólido obtido pela interseção dos cilindros sólidos y? +27? < 1 e 
pg” <l 
Solução: Para z = O obtemos y? < le x? < 1 ou seja a região intercepta o plano xy no quadrado 
= na 


Para z < O temos que z = VlI-x2ez=V1-»y?, ou seja, as duas superfícies se interceptam nas 
retas y = +x. Podemos dividir o sólido em quatro partes de mesmo volume: 


Di=((xy):0<x<l;-x<y<x;-l-x<z<v1]-x2; 


D=((gy):0<y<l;-y<x<y-lI-y<z< 1-3); 
D3=((gyz):-l<x<0x<y<-x-vl-x<z<vl-x2); 


D=((xyzg):-l<xy<x0y<sx<s-y-o/I-y)<z< 1-3). 


Vamos calcular o volume de D;: 


VD) = haxfé dy [NE ds 
E ao — x2dy 


2 fo 2xV1 — dx 
3/27] 
2 [-2/3 (1-2) | 


WI 


VA 


Logo o volume de D é 


16 
V(D) = —. 
(D) 3 
Encontre o volume do elipsóide 
De ada nO 
ea 
Z'ptasl 


Sugestão: Use coordenadas x = ar cos cos 0, y = br cos 4 send, z = cr seng. 


Solução: Um rápido calculo mostra que 
dV = dx dy dz = aber” seng dr dg do. 
O elipsóide será descrito por0 <r < 1,0 <p <mre0<60<h27. Assim seu volume V será 
VW = abc a dr a dg E r? sengdy 
= abc FR [0177 [- cos 6]o 


= abc. 27.2 


- é 
E amabc. 
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